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Como definir coideal?

Seja f : C — D homomorfismo de codlgebras. Como €p o f = €¢, entao
Ker f C Kereo. Ainda, A(Ker f) C Ker (f ® f) = Ker f @ C + C @ Ker f. Isto
nos justifica a seguinte definigao.

Definicao (Coideal). . Seja (C, A, €) codlgebra, diz-se que I C C é coideal se
e(I)=0e A() CI®RC+C®I.

Teorema. (a) Seja I coideal de uma codlgebra (C, A, €), entdo o espago quo-
ciente C/I possui uma tnica estrtura de codlgebra tal que m : C — C/I é
homomorfismo de codlgebras.

(b) Kerf é coideal de C e se I C Kerf € coideal, entio existe homomorfismo
de codlgebras F : C/I — D tal que Fom = f.

(c) Se F ¢é epimorfismo, entao I = Ker f.

Definicao (Produto tensorial). Sejam C, D codlgebras tal que A(c) = c(1)®c(2)
e A(d) = dp1y ® d(zy. Considere C®DeA:C®D — (C®D)® (C®D)e
e:C®D — K tal que

o Ale®d) = (cqy ®da)) @ (c2) ® d(z),
o elc® d) = e(c)e(d).
(C®D, A, €) tem estrutura de codlgebra dita produto tensorial de C' em D.
Lema. Seja (A, m,n) dlgebra e seja (A, A, €) codlgebra. Sao equivalentes:
(i) m e n sdo homomorfismos de codlgebras.
(ii) A e e sao homomorfismos de dlgebra.

Demonstragdo. (a) = (b). Provemos que Aom = (m ® m) o A, mas isso é
exatamente o fato de m ser homomorfismo de codlgebra. Demais igualdades sao
andlogas. O

Definicao (Bidlgebras). Uma bidlgebra é uma 5-upla (A,m,n, A e) tal que
(A, m,n) é dlgebra, (A, A, €) é uma codlgebra e vale uma das duas condigoes
equivalentes do lema anterior.
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Exemplo 1. Seja S mondide e considere (KS,A,e,m,n) onde A e sio as
cooperacoes usuais e m,n sao as multiplicacoes usuais. Temos

A(st) = st @ st = A(s)A(t).

Definigao. Seja C' uma codlgebra e A uma &lgebra. Considere Homg (C, A)
como espago vetorial. Em Homg (C, A) pegue o seguinte produto dito produto
de convolugao:

Vf,g9 € Homg (C, A), (f * g)(c) = m((f © g)(A(c))).

E facil ver que ((Homg (C, A), *,me) é uma &lgebra, dita dlgebra de con-
volugao de C' em A.

Definigao (Algebra de Hopf). Seja A uma bidlgebra tal que I, : A — A
(a aplicagdo identidade) possui inverso S em Homg (A, A) = Endg(A) pelo
produto de convolugdo. Entao (A4,S) diz-se dlgebra de Hopf com mapa
antipodal S.

Observagdo. Na notacao de Swedleer temos
e(c) -1 =ne(c) =mo (S®I)(A(c)) = S(cay)e) = ca)S(ee))-

Exemplo 2. Considere G um grupo e KG com as operacoes usuais de bidlgebra.
Considere S : g € KG+ g~ € KG. Entio (KG,S) ¢ uma dlgebra de Hopf.
Observagio. G(KH) = H (o conjunto dos elementos group-like K H), em que
H é um grupo.

Exemplo 3 (Swedleer’s algebra). Considere Hy = K(1,g,9x,2z | g> = 1,2% =
0,29 = —gx), com

Alg)=9g® g A@)=231+g®@z,e(9) =1,¢(z) = 0.

Se colocarmos S(g) = g = g~ e S(x) = —gx, entdo (Hy,A,e,m,n) € uma
dlgebra de Hopf de dimensao 4 ndo comutativa.

Proposicao. Seja (H,S) dlgebra de Hopf. Entdo
(i) S é antihomomorfismo de dlgebras, isto é, S(hk) = S(k)S(h),

(i) S é antithomomorfismo de codlgebras, isto é, Ao S =70(S® S)oA e
eoS=¢,emquet: HQRH — H®H ¢ a inversao.

Hints. Em geral, se m : C' — D é homomorfismo entdo 7* : f € Hom(D, A) —

fom e Hom(C, A) é homomorfismo de dlgebras pelo produto de convolugao.
Considere A ® A, m*(Id) possui como inverso m*(S). Sai o resultado com

contas a partir desses fatos. O

Justificativa. Seja A &dlgebra de dimensao finita sobre C e G grupo abeliano
finito. Entdo A é G-graduado se e s6 se G age sobre A.
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Definigao (Algebra de médulo). Seja B uma bidlgebra e (A4, m,n) uma édlgebra
tal que A é B-mddulo a esquerda, e

h(ab) = (h@ya)(h@)b), h(la) =e€(h)la, Vhe B,a,be A.
A diz-ze dlgebra de mdédulo sobre B.

Proposigao. Seja S mondide e A dlgebra. Entdo S age sobre A se e s6 se A
€ uma K S-dlgebra de médulo.

Proposigao. Seja A uma dlgebra e considere
A°={fe A" | f(I) =0, para algum ideal I C A tal que dim(A/I) < oo}.
Entio (A°, A €) € codlgebra se A(f)(a®b) = f(ab) e e = n*.

Proposicao. Seja (B, A, e, m,n) bidlgebra. Entdo B° possui estrutura de bidlgebra
também.

Coroldrio. Se B ¢ bidlgebra, entdo KG(B*) € bidlgebra.

Teorema. Seja S mondide e A uma dlgebra graduada por S. Entdo A € uma
K(G(H*))-dlgebra de mddulo, em que H = K S.

Coroldrio. A € S-graduado se e sé se G(H*) age sobre A.
Se ocorrer H = KS, H®° = (KS)° ~ K S, entdo G(H®) = S.
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